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With the help of the folding (Faltung) theorem of Fourier transformation a proof is given tha t  
the electron-density distribution in mat ter  of finite size and having a centre of symmetry (or anti- 
symmetry) can be calculated from the X-ray  diffraction data  alone. For this the fine structure of 
reflexions, i.e. the general distribution of the scattered intensity in Fourier space and not the 
integral intensities of reflexions only, must  be known. 

After elimination of Thomson and polarization factors as well as collimation and other relevant 
experimental errors, the corrected intensity is transformed through inverse Fourier transformation 
to the so called Q-function of physical space. This continuous Q-function is then transformed into 
a lattice-peak-function having sufficiently small cell dimensions (Rasterung der Q-Funktion). From 
this 'latticed' Q-function the required electron-density distribution can be obtained through a folding 
(Faltung) polynom of finite degree. The electron-density distribution is obtained automatically 
as a lattice-peak-function having the same cell as tha t  of the Q-function. This process gives the 
solution of an integral equation of the second degree from any one of its boundary values. For 
the limiting case of infinitely Small cells of the lattice, the folding polynom of infinite degree in 
Fourier space reduces to a special polynom of degree ½, which is identical with the Fourier 
~ansform of the required continuous electron-density distribution. This proves the inherent 
consistency of this method. 

I t  is to be noted tha t  for mat ter  of infinite size, such a method of evaluation of necessity fails 
since the Q-function is then infinitely extended and consequently has no boundary values. 

I. Einleitung und Prob lemste l lung  

W e n n  m a n  aus dem an  einem Stoff gewonnenen 
R6ntgenbeugungsbi ld  eindeutige Riickschliisse auf  die 
a tomare  S t ruk tu r  des untersuchten  Stoffes machen  
will, st6sst  m a n  bekannt l ich auf  einige grundsi~tzliche 
Schwierigkeiten. I s t  n~mlich 20 der Streuwinkel,  ). die 
benutzte  R6ntgenwellenl~nge, s o ein Einhei t svektor  in 
Rich tung  der einfallenden, s in Rich tung  der ge- 
s t reu ten  R6ntgens t rah lung ,  also 

b s--s°" [b[ 2 sin 0 
--  3. , --  ~. (1) 

der reziproke 0 r t s v e k t o r  im Fourfer raum,  x der 0r t s -  
vek tor  im physikalischen R a u m  und ~(x) die gesuchte 
Elektronendichtever te i lung im Stoff, so ergibt  sich die 
gestreute In tens i t~ t  bekannt l ich zu 

J(b) = fl(b)iR(b)] ~ , (2) 

A C5 48 



750 EXISTENZBEWEIS F~IR EINE EINDEIITIGE R()NTGENSTRUKTURAI~ALYSE. I. 

wobei /3(b) den Thomsonfaktor, Polarisationsfaktor 
und andere streuwinkel-abh~ngige KorrekturgrSssen 
enthi~lt und proportional ist zur auffallenden Primi~r- 
intensit~t. Die dimensionslose, i m  allgemeinen Fall 
komplexe Gr6sse R(b) ist eine Ortsfunktion im Fourier- 
raum und mit Ewald (1940) als Fouriertransformierte 
yon ~(x) definiert zu:  

~(e) -- I Q(x) exp [--2~i(bx)]dvx. (3) R(b) 

W~re R dem Vorzeiehen und der Phase naeh fiberall 
im Fourierraum bekannt, so kSnnte man hieraus ein- 
deutig dureh Inversfouriertransformation die ge- 
suchte Elektronenverteilung gewinnen: 

: ~- I (R)  : I R(b) exp [27d(bx)]dvb. ~(x) (4) 

Dabei ist dvz ein Volumenelement im physikalischen 
Raum am Orte x, dv~ ein solches im Fourierraum am 
Orte b, (bx) das dimensionslose skalare Produkt beider 
Ortsvektoren und die Integration in (3) und (4) fiber 
die Argumentmenge aller x bezw. b zu erstrecken. 

Leider liefert der Streuversuch jedoch experimentell 
nur die Intensit~tsverteilung J(b), so dass nach 
(2) R(b) nur dem Betrage nach bekannt ist und dem 
Vorzeichen und der Phase nach unbestimmt bleibt.~ 
Hieraus resultiert die als 'Phasenproblem' hinreichend 
bekannte Schwierigkeit, eine eindeutige R6ntgen- 
strukturanalyse zu bewerkstelligen. Selbst wenn diese 
Schwierigkeit in gewissen, nachher zu behandelnden 
F~llen zu beheben ist, bleibt die gesuchte ~(x)-Ver- 
teilung stets inbezug auf die drei Freiheitsgrade einer 
Parallelversehiebung um den Vektor x' unbestimmt. 
Ist ni~mlich 

q~(e') -- R'(b) mit ~ ' ( x ) :  e(x--x ' )  , (5) 

so ist stets 

R'(b) --- .R(b) exp [--2~i(bx')] , (6) 
also 

J(b) : fl(b)RR* -- f l (b)R'R'*,  (7) 

wobei R* konjugiert komplex ist zu R. Dieser Ver- 
sehiebungsvektor x' geht also ebenso wie das Vor- 
zeiehen yon ~ in die Streuintensit~t nicht mit ein. 
Es ist dieses ftir die spgtere Untersuchung von einem 
gewissen theoretisehen Interesse. Weiterhin gilt bei 
reellem Streuverm6gen, also nicht absorbierenden 
Pr~paraten, stets: 

R(--b)  : R*(b) .  (8) 

Hat  im speziellen Falle die Streudichteverteilung 
ein Symmetriezentrum bei x--~ x0, ist also 

e(x) = q(2x0--x ) , (9) 

Bemerkenswert~rweise besteh$ dagegen grtmds~tzlich bei 
dem nach Kossel, Loeek & Voeges (1935) benazmten, hier 
nicht welter behandelten Streueffekt die MSglichkeit, die 
Phasenverschiebtmg gegeniiber derjenigen der Prim~rstrahhmg 
zu erkennen. 

so is~ R(b )exp  [2~i(bxo) ] identisch in b reell (siehe 
jedoch § VI). Die Phase yon R betr~gt nun also ent- 
weder 0 ° oder 180 ° oder es ist m.a.W, allein da~ 
Vorzeichen der reellen GrSsse R unbestimmt. Da stets 
entsprechend (3) ° 

R(0) = I e(x)dv~ 

die Gesamtzahl der Elektronen im Stoff darstellt, 
R(b) im Gebiet der Kleinwinkelstreuung Mso stets 
positivist ,  so kommt es in diesem FM1 allein darauf 
an, aus dem R6ntgendiagramm zu erkennen, wo ]R] 2 
Nullstellen hat, denn in diesen allein kann sich das 
Vorzeichen yon R ~ndern. Bei der RSntgenstreuung 
an monatomaren Gasen treten derartige Nullstellen 
bekanntlich fiberhaupt nicht auf, bei der Streuung an 
Molekeln im Dampf- oder flfissigen Zustand in geringer 
Zahl, so dass hier im allgemeinen das Phasenproblem 
zu 10sen ist. Bei Kristallen dagegen erstrecken sich im 
Fourierraum mit wachsender Zahl der Gitterzellen 

.zwischen den einzelnen Reflexen immer grOssere Be- 
reiche, in denen R innerhalb der Messfehler Null ist. 
Sind 2n Reflexe ausserhalb des Zentralfleckes b : 0 
registriert, so bestehen wegen (8) dann 2 n MSglich- 
keiten, die Vorzeichen der R in den einzelnen Reflexen 
zu kombinieren. 

Dieses Dilemma l~sst sich nun in gewissen F~llen 
zumindest grunds~tzlich dadurch umgehen, dass man 
zun~chst die Inversfouriertransformierte aus der ex- 
perimentell gewonnenen Ortsfunktion J(b)/fl(b) be- 
rechnet: 

Q(x) = ~-l(g/ f l)  . (10) 

Diese Ortsfunktion Q yon x im physikalischen Raum 
l~sst sich mittels des Faltungstheorems der Fourier- 
transformation weiter analysieren. Nach diesem Theo- 
rem ist ja ftir zwei beliebige Ortsfunktionen gl(x) und 
g~(x) und ihre Transformierten Gl(b ) und G~(b): 

~-l(G~G,)=g~g,; a~=i~(gl); ¢ ,=~(g2) .  (11) 

wobei das Symbol "-" die 'Faltung' oder das 'Faltungs- 
produkt' von g~ mit g~ kennzeiehnet: 

I dvy g~g~-- g~(y)g2(x--y) . (12) 

]:)as Integral ist bei konstantem Vektor x fiber alle 
Orte y mit den] Volumenelement dvy zu erstrecken. 
Setzt man in (11) speziell G 1 - - R ,  G~--R*,  be- 
achtet, dass 

~-~(R*) : Q(--x) (13) 
2 

und definiert das 'Faltungsquadrat '  (Symbol ~ ' )der  
Ortsfunktion g durch 

2 

g(y/g(-y) --- g(x) = g(y)g(y--x)dvy, (14) 

so l~sst sieh die in (10) definierte Q-Funktion mit der 
gesuehten Q-Verteilung dureh eine in ~ quadratisehe 
Integralgleiehung verbinden: 
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2 

Q(x) = Q = Q(y)Q(y--x)dvy. (15) 

Substituiert man hier y - - x  - -  z, so erkennt man, dass 
identisch in x gilt" 

Q(x) = Q ( - x )  . (16) 

So wie nach (7) und (8) J(b) bei b ---- 0 ein Symmetrie- 
zentrum hat, so hat  auch die Q-Funktion ein solches 
bei x = 0, wie beschaffen auch immer Q sein mag. 
Man erkennt ferner, dass die Q-Funktion fiir den un- 
begrenzt grossen Kristall, und nut  ffir diesen, bis auf 
einen Zahlenfaktor in die 'Pat terson-Funktion'  ent- 
ar tet  (Patterson, 1935a, b) : 

P(x) ---- I q(y)Q(y+x)dvy.  (17) 
GitterzeUe 

Im Gegensatz zu (15) ist hier das Integral nur fiber 
eine Gitterzelle zu erstrecken. 

Die Q-Funktion ist bei Streuk6rpern endlicher Aus- 
dehnung nut  in einem begrenzten Bereich im phy- 
sikalischen Raume yon Null verschieden. Auf diesen 
bedeutsamen Unterschied der vorliegenden Unter- 
suchung zu den bekannten, auf das Patterson-Ver- 
fahren aufgebauten Strukturbestimmungen nach 
Wrinch (1939), Buerger (1950a, b, c) McLachlan 
(1951), Clastre, Garrido & Gay (1952), Clastre & Gay 
(1950) und Pisot, Clastre & Gay (1952) soll an anderer 
Stelle n~her eingegangen werden. Hier lautet die 
Aufgabenstellung festzustellen, unter welchen Be- 
dingungen eine eindeutige Bestimmung yon ~ aus der 
durch die Experimente errechneten Q-Funktion m6g- 
lich ist und welches die L6sung dieser in ~ quadra- 
tischen Integralgleichung (15) ist. Dazu werden in 
§ I I  zun/~chst einige spezielle FMtungsoperationen ent- 
wickelt, in § I I I  notwendige und hinreichende Vor- 
aussetzungen fiir die Existenz einer eindeutigen L6sung 
gesucht und in § IV eine 5Iethode beschrieben, diese 
L6sung hypothesenfrei durch Rasterung der Q-Funk- 
tion zu gewinnen. § V befasst sich mit  den ffir eine 
derartige L6sung notwendigen und hinreichenden 
inneren Eigenschaften der Q-Funktion, w~hrend § VI 
den Fall eines Antisymmetriezentrums umreisst. § VII  
bringt die Zusammenfassung der Ergebnisse. In  einem 
Anhang I wird der Beweis der in § IV gegebenen 
L6sung durchgeffihrt, w/ihrend sich Anhang I I m i t  
der mathematisch besonders einfachen Entar tung 
dieser L6sung bei beliebig feiner Rasterung der Q- 
Funktion besch~ftigt. 

II. Einige Faltungsoperationen 

Neben dem in § I in Gleichung (11) und (12) be- 
handelten Fal tungsprodukt  und dem in Gleichung (14) 
und (15) behandelten Fal tungsquadrat  interessiert uns 
die Faltungspotenz und die Faltungswurzel: 

(1) Das .Faltungsquadrat 

Substituiert man in (14) oder (15) x = y - - x ' ,  so 
erkennt man, dass das Fal tungsquadrat  der um den 
Vektor x' gegenfiber ~ parallel verschobenen Orts- 
funktion Q' wieder zu derselben Q-Funktion fiihrt. 
Genau so wie in (5)-(7) J(b) vom Verschiebungsvektor 
x' und vom Vorzeichen yon Q unabh/tngig war, so ist 
dieses also auch Q(x), die Inverstransformierte yon 
J/ft.  Dieses ist auch nicht anders zu erwarten. Es ist 
also 

2 2 

O ( x ) - - o =  . (18) 

(2) Die Faltungspotenz 

Man definiert sie durch" 

g = g g g . . .  g; (m-- l )  real gefal tet ,  (19) 
wobei 

m eine ganze Zahl m _> 1 ist. 

Hat  speziell g(x) bei x = 0 ein Symmetriezentrum, so 
lassen sich eindeutig auch Faltungspotenzen mit un- 
geradzahligen Exponenten m definieren- 

m 
/ - t  

g = g g g . . .  g (m-- l )  mal gefaltet (20) 

mit g(x) ---- g( - -x)  

und m ganze positive Zahl m _~ 1. 

Fiir g-Funktionen ohne Symmetriezentrum bei x ---- 0 
und ungeraden Exponenten dagegen ist die Faltungs- 
potenz zweideutig. Dieser Fall wird in den sp~teren 
Abschnitten nicht auftreten. 

(3) Die allgemeine Faltungswurzel 

Die Umkehrung yon (18) ffihrt auf die Definitions- 
gleichung der allgemeinen Faltungswurzel (Sym- 

bol V )" 
a 2 

qa = l/Q, wenn Qa = Q "  ( 2 1 )  
a 

Natiirlich ist diese Faltungswurzel entsprechend (18) 
stets inbezug auf ihr Vorzeichen und den Verschie- 
bungsvektor x' unbestimmt. Es wird weiter unten 
gezeigt werden, dass ausser diesen Freiheitsgraden 
noch eine unendliche Mannigfaltigkeit verschiedener 
derartiger allgemeiner Faltungswurzeln m6glich ist. 
Aus dieser Mannigfaltigkeit nun l~sst sich immer dann, 
wenn Q im physikalischen Raum begrenzt ist, in ge- 
wissen F~tllen eine spezielle, ffir die folgenden :Be- 
trachtungen wichtige Faltungswurzel, die 'eigentliche 
Faltungswurzel'  definieren • 

(4) Die eigentliche Faltungswurzel 

Sie ist durch das Symbol ]/gekennzeichnet und fol- 
gendermassen definiert: 

48* 
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2 

-- I/Q, wenn e = Q (22) 
und 

Q nur in einem begrenzten Bereich yon Null 
verschieden ist. 

Es wird im folgenden Absehnitt  bewiesen werden, dass 
sie dann und immer dann existiert, wenn Q neben 
seiner r~umlichen Begrenzung gewisse innere Eigen- 
sehaften hat  derart, dass seine Faltungswurzel ein 
Symmetriezentrum oder ein Antisymmetriezentrum 
aufweist. Unter  Benutzung yon (10) folgt dann flit 
die gesuchte Elektronendichteverteilung die fundamen- 
tale Beziehung: 

Q(X) = ~/~-l(g/~) . (23) 

Natiirlieh ist aueh diese eigentliehe Faltungswurzel 
unbest immt inbezug auf ihr Vorzeichen und auf den 
dureh (5) definierten Versehiebungsvektor x'. Die 
Unbestimmtheit  nach x' ist physikaliseh bedeutungs- 
los, die Unbestimmtheit  nach dem Vorzeichen aber 
zumindest im Fall der R6ntgenstrukturanalyse un- 
bedenklich, da Q(x) iiberall positiv sein muss. Von 
dieser Art  der Mehrdeutigkeiten sehen wir darum im 
folgenden ab. 

Gew6hnlieh wird bei der Strukturbest immung die 
Reihenfolge yon Wurzelziehen und Inverstransforma- 
tionen im algebraischen Sinne vertauscht. Man geht 
dann von der Gleiehung aus 

~)(X). = ~ - - 1 ( ¢ ~ / ~  e x p  [ i (p])  . ( 2 4 )  

Es treten dann vor ahem bei Kristallen mit  vielen 
Elementarzellen die bereits erwi~hnten Sehwierig- 
keiten auf, die Phase ~ riehtig festzulegen. Im Gegen- 
satz dazu liefert (23) unter  Umstiinden ein eindeutiges 
Ergebnis. 

III. Ex i s tenzbeweis  ftir die ei~,entliche Faltun~,s- 
wurze l  begrenzter  Elektronenverte i lungen m i t  

S y m m e t r i e z e n t r u m  

Es seien ~1 und Q~ zwei allgemeine oder eigentliche, 

sttiekweise glatte Faltungswurzeln yon Q ohne Sin- 
gularit~ten. Es ist also entspreehend (21): 

2 2 

~l(x) = ~?(x) -- Q(x) 

identiseh in allen x erffillt. Ihre Fouriertransformierten 
seien gegeben dutch 

Die Fouriertransformierte yon Q ist naeh (2) und (10) 
gegeben dureh 

~ ( Q ) -  IRI s 

und eindeutig dureh das Experiment vorgegeben. Um 
zu priifen, welehe Eigenschaften die beiden hypothe- 
tischen L6sungen Q1 und ~ haben miissen, fiihrt man 
zweekm~ssig das arithmetisehe Mittel und die halbe 

Differenz dieser beiden Ortsfunktionen ein: 

(25) 
e~ = ½(el-e2); i~(e~)= R~. ! 

Es ist also 

Da das Fal tungsquadrat  einer Summe gleieh ist der 
Summe der Teilfaltungsprodukte, so muss fiir diese 
beiden LSsungen (25) zur Erfiillung yon (23) identisch 
in x gelten: 

2 2 

q ~ + q ~ + ~ ( x ) q ~ ( - x ) + ~ s ( - x ) q ~ ( x )  = 
2 (25a) 

q ~ + q ~ - e s ( x ) q ~ ( - x ) - q ~ ( - - x ) q Z x )  . 

Dies ist dann und dann nut  m6glich, wenn identiseh 
in x gilt: 

q~(x)qa(--x)+q~(--x)qa(x) : 0 .  (26) 

Nach dem Eindeutigkeitssatz der Fouriertransforma- 
tion muss auch die Transformierte der Summe dieser 
beiden Faltungsprodukte identisch in b versehwinden: 

RsR*+R*Ra = 2~Re (R~R*) = 0 .  (27) 

Dureh Fouriertransformation ergibt sieh naeh (14) 
aus (25a) und (27): 

I R I " =  [R~IU+IRa[ ~ • (28) 

Wie besehaffen aueh immer die Summanten ~ und 
~a der Faltungswurzein (25) sein m6gen, stets haben 
ihre Transformierten die Bedingungsgleichungen (27) 
und (28) identiseh in b zu erfiillen. Bei der weiteren 
Diskussion unterseheidet man zweekm~ssig eine Reihe 
yon Einzelf~llen: 

.Fall (1): Q(x) ist das Fal tungsquadrat  einer ~- 
Verteilung ohne Symmetrieeigensehaften. 

Die Bedingungsgleichung (27) ist sicher erfiillt, wenn 
Rs im ganzen Fourierraum reell und Ra im ganzen 
Fourierraum imagin~r ist (oder umgekehrt). Ent-  
spreehend (8) enth~lt somit der Summand Qs der 
Faltungswurzeln (25) den zu x----0 zentrosymme- 
trischen, der Summant  ~a den zu x = 0 antisymme- 
trisehen Anteil der LOsungen (bzw. umgekehrt). Da 
man bekanntlich jede beliebige ~-Verteilung jeweils 
durch eine und nur eine Summe aus zwei Summanten 
darstellen kann, deren einer inbezug auf x = 0 sym- 
metriseh, deren anderer inbezug auf x = 0 antime- 
triseh ist, und da (28) ausserdem eine unendliehe 
Mannigfaltigkeit derartiger Kombinationen yon sym- 
metrisehen und antisymmetrischen LOsungsanteilen 
zuli~sst, so ist in diesem allgemeinen Fall (1) eine ein- 
deutige LOsung der Faltungswurzel keinesfalls zu er- 
warten, t 

:f Anders ist es allein bei gewissen 'Punktstrukturen'. Bei 
ihnen setzt sich [RI 2 aus einer endlichen Zahl yon cos-Fourier- 
stunmanten zusammen und kann so auch im Fourierraum zu 
eindeutigen LSsungen fiihren wie sie etwa yon Buerger und: 
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Fall (2): Q ist das Fal tungsquadrat  einer inbezug 
auf x = x o symmetrischen @-Verteilung. 

Es geniigt nun in (25) Summanten @s und @g zu 
diskutieren, die inbezug auf denselben Punkt  x 0 beide 
symmetrisch sind. Andernfalls enthalten diese Sum- 
manden einen inbezug auf x ----- x 0 antisymmetrischen 
Anteil, der zur Erftillung der beiden Gleichungen (25) 
aber identisch in x verschwinden muss. Also sind bei 
dem hier behandelten Fall (2) die Transformierten R~ 
und Ra stets im ganzen Fourierraum reell. Man unter- 
scheidet nun zweckmi~ssig drei verschiedene MSglich- 
keiten: 

Fall (2a): Rs verschwindet nur dort, wo aueh das 
experimentell beobachtete ]R[ 9 verschwindet. 

Dann sind (27) und (28) dann und nur dann erfiillt, 
wenn Ra = 0 fiir alle b. Die LSsungen (25) lauten 
somit: 

@1 = @~ = @~; @d = 0 .  (29) 

Fall (2b): Rg verschwindet nur dort, wo auch das 
experimentell beobachtete ]RI 9 verschwindet. 

In  ~hnlieher Weise muss nun R~ = 0 sein fiir alle 
b-Werte. Die beiden L6sungen (25) lauten somit: 

@1 = --@2 = @~; @~ = O. (30) 

Fall (2c): R~ verschwindet in einem gewissen zu- 
sammenhgngenden oder nicht zusammenhi~ngenden 
Gesamtbereich B im Fourierraum, obwohl dort ]RI ~ 
yon Null verschieden ist. 

Man hat  nun eine Mischung der beiden eben be- 
sprochenen F~lle (2a) und (2b) vor sich: Ausserhalb 
des B-Bereiches ist, wie in Fall  (2a), R g - - 0 .  Dort  
ist also ]R[ * ---- R~. Innerhalb des B-Bereiches aber ist 
entspreehend Fall (2b) nun Rs = 0 und somit JR] 9 = 
R~. Obwohl R8 und Ra, also in gewissen Bereichen yon 
Null verschieden und fiir alle b-Werte reell sind, ist 
dennoeh (27) erfiillt. Denn die beiden Existenzbe- 
reiche von R~ und R~ iiberlappen einander nicht. Die 
beiden Faltungswurzelsummanten @s und @d nennt 
man darum 'im Fourierraum nicht miteinander koin- 
zidierend'. Die Gesamtl6sung lautet  entsprechend (25) : 

@1 = @~+@a; @~ = @s--@d. (31) 

Wegen der Nichtkoinzidenz im Fourierraum, ausge- 
driickt durch (27), ist dabei trotzdem (28) identiseh 
in b erftillt. Aus (31) erkennt man darum, dass die zu 
den beiden Faltungswurze]n @1 und @~ gehSrigen 
Transformierten R 1 und R 2 dem Betrage naeh wohl 
iiberall gleich sind, dem Vorzeichen nach aber inner- 
halb des B-Bereiches zueinander entgegengesetzt sind: 

Clastre und  Mitarbeitern aus der Q-Funktion best immt wor- 
den sind. Es widerspricht darum dem Fall (1) nicht, wenn 
auf diese Weise auch gewisse Punkts t ruk turen  ohne Symmetrie- 
zentrum eindeutig best immbar sind. Auch Strukturen aus sehr 
locker gepackten Atomen, deren jedes einzelne ein individuelles 
Symmetr iezent rum hat,  lassen sich unter  Umsti~nden beim 
Fehlen einer Gesamtsymmetr ie  durch 'individue]le' Patterson- 
Funkt ionen  16sen. I)och sind derartige Analysen dann na- 
tiirlich nicht  hypothesenfrei.  

R 1 = R,+R~,  R 2 = Rs--Rd, 

wobei im B-Bereich Rs = 0, ausserhalb des B-Be- 
reiches Rd = 0. 

Man sagt, R 1 ist gegeniiber R 2 im B-Bereich 'um- 
geklappt ' .  Die Kristallfourierstrukturanalyse, die nur 
die Integralintensitaten der einzelnen Reflexe be- 
nutzt  und diese einzeln transformiert,  bedient sich bei 
2n Reflexen also n derartiger, im Fourierraum nicht- 
koinzidierender Teilbereiche und muss darum not- 
wendigerweise entsprechend (31) zu 2 n verschiedenen 
L6sungen fiihren, wenn man den Gesamtvorzeichen- 
wechsel yon @ hierbei mit einrechnet. Darum ist auf 
diesem klassischem Wege eine eindeutige Struktur-  
analyse unmSglich. 

Ganz anders sieht die Sachlage aber aus, wenn es 
gelingt, den Fall (2a) oder (2b) zu verwirklichen und 
entsprechend (29) und (30) eine nur aus einem Sum- 
manten bestehende Faltungswurzel zu linden. Dann 
existieren die Ungewissheiten der Vorzeichen der 
Summanten @~, @d in (31) nicht mehr. Es muss aller- 
dings ein Kri ter ium gefunden werden, um eindeutig 
aus der unendlichen Mannigfaltigkeit der allgemeinen 
Faltungswurzeln (21) die eigentliche Faltungswurzel 
zu finden, wie sie dureh die Zusatzbedingung (22) de- 
finiert wurde. Mit dieser Frage beschaftigt sich der 
folgende Fall:  

Fall (3): Q ist das Fal tungsquadrat  einer r~umlich 
begrenzten @-Verteilung mit  Symmetriezentrum bei 
X~---X 0. 

Offensichtlich ist nun 

R(b) exp [27d(bxo) ] 

im ganzen Fourierraum reell und von endlichem Wert,  
falls auch @(x) iiberall endlich und reell ist. Fi ihrt  
man rechtwinklige Koordinaten xl, x2, x a (kurz xk) 
und bl, b2, b 3 (kurz b~) ein, so folgt fiir das skalare 
Produkt  

(bx) = blxl +b2x2 +b3x 8 . 

Es ist dann z.B. 

~R(b) f ~br -- --27d xr@(x) exp [--2~i(bx)]dvx,, (33) 

~2R(b) 
= (--27d)~ S x~x~@(x) exp [--2xd(bx)]bv~: (34) 

~b,.~b s 

usf. Alle diese partiellen und hSheren Ableitungen yon 
R(b) sind im ganzen Fourierraum yon endliehem Wert.  
Es ist also R(b) in jedem Fall eine analytische Funk- 
tion, die man in jedem beliebigen Punkt  b 0 eindeutig 
in eine Taylor'sche Reihe entwickeln kann. Eine 
derartige Funkt ion zeichnet sich u.a. dadurch aus, 
dass es keinen Punkt  im Fourierraum gibt, in dem 
alle ihre Ableitungen verschwinden. Darum sind die 
in Fall (2c) besprochenen, nicht koinzidierenden Teil- 
15sungen R~ und Rd nicht analytisch. Da sie aber 
jeweils in einem begrenzten Bereich existieren und 
dort  nur endliche Werte haben, sind umgekehrt  ihre 
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Inverstransformierten Os und Og im physikalischen 
Raum analytiseh, also unbegrenzt. Welehen Bereich 
B man aueh immer im Fourie~:raum wahlen mag, um 
in ibm R umzuklappen und somit eine falsche LSsung 
R1, R~. . .  zu erzeugen, stets entstehen dadurch raum- 
lich unbegrenzte ~ ,  ~2-..-Verteilungen. Es gibt nur 
zwei raumlich begrenzte LSsungen, und diese unter- 
seheiden sieh lediglieh in ihrem Vorzeiehen. Sie sind 
naeh (22) die 'eigentliehen' Faltungswurzeln; bis auf 
das Vorzeiehen und den Versehiebungsvektor x 0 sind 
sie eindeutig durch [RI 2 bestimmt, wenn sie ent- 
spreehend dem oben behandelten Fall (2c) ein Sym- 
metriezentrum haben. Es wird weiter unten gezeigt, 
dass dies nut mSglieh ist, wenn die Q-Funktion gewisse 
innere Eigensehaften besitzt. Eine weitere notwendige 
Eigenschaft ffir die Existenz der eigentliehen Faltungs- 
wurzel ist sodann entspreehend Fall (3), dass die 
Q-Funktion selbst begrenzt ist. 

Diese Beschrankung der allgemeinen Theorie auf 
begrenzte Q-Funktionen und damit auch auf begrenzte 
Elektronenverteilungen bedeutet physikalisch keine 
Einsehrankung, da es unendlieh ausgedehnte Srreu- 
kOrper nur in der Abstraktion gibt. Ffir die Aus- 
wertungsmethodik bedeutet diese Einschrankung aller- 
dings eine wesentliche Umstellung gegenfiber den 
meisten, heute bekannten und verwandten Aus- 
wertungsverfahren.* 

IV. Die ei~,entliche, zentrosymmetrische Falmn~,s- 
wurzel, durch Rasterun~, der Q-Funktion als 

Faltun~,spolynom dar~,estellt 
Nach dem im § I I I  Gesagten besteht die Aufgabe 
darin, die in ~ quadratisehe Integralgleichung (15) mit 
der Nebenbedingung (9) eines bei x 0 liegenden Sym- 
metriezentrums zu 10sen, wobei die aus den Experi- 
menten vorgegebenen Q-Funktion von begrenzter Aus- 
dehnung ist. Dabei ist der Ort x 0 des Symmetrie- 
zentrums der gesuchten 0rtsfunktion ~ ebenso wie ihr 
Vorzeichen nach den oben erworbenen Kenntnissen 
grundsi~tzlich nicht bestimmbar (siehe (5) und (18)). 

Es ist zweckmiissig, dazu die Integralgleichung (15) 
in ein Stieltjes-Integral zu fiberffihren. Dazu wird die 
vorgegebene 0rtsfunktion Q(x) in der folgenden Weise 
gerastert :t 

Es seien d~, d2, d a drei nicht komplanare genfigend 
klein gewahlte Vektoren, die folgendes Raumgitter 
xm ausspannen: 

xm : mldl + m2d~ +mada . (35) 

Dabei sind die mx, rag, m a ganze positive oder negative 

* Es  ist da rau f  hinzuweisen,  dass die bei Abs t r ak t ion  auf  
den  unbegrenz ten  Kristal l  m i t  S y m m e t r i e z e n t r u m  nach  Pa t t e r -  
son (1939, 1944) m6glichen Mehrdeut igke i ten  durch  homo-  
metr i sche  u n d  zyklometr i sche  S t ruk tu ren  bei den Gegeben- 
he i ten  y o n  Fal l  (3) n ich t  au f t r e t en  kSrmen. 

Pisot  u n d  Mitarbei ter  d iskut ieren s t a t t  einer Ras t e rung  
eine ~ b e r f t i h r u n g  yon  ~ in eine Stufenfunkt ion .  Q ist dann  
en t sp rechend  (15) aber  keine Stufenfunkt ion .  Eine quant i ta -  
t ive  U n t e r s u c h u n g  st6sst somit  auf  gewisse Schwierigkeiten.  

reelle Zahlen. Eine Zelle dieses 'Rastergitters' hat also 
das Volumen 

va = (dld2da) • (36) 

Wird dieses Gitter genfigend fein gew~hlt, so ~ndert 
sich Q(x) innerhalb einer solchen Zelle nicht merklich. 
Weiterhin ftihrt man die dimensionslosen Voluminte- 
grale yon Q(x) und 0(x) fiber eine derartige Gitterzelle 
ein: 

q(Xm) ---- f Q(x)dvz; ~'(Xm) : f ~(x)dvx. (37) 
i /  

ZeUe m Zelle m 

r(x,,) gibt also die Zahl der Elektronen in der Raster- 
zelle m mit dem Zahlentripel m 1, m~, m 3. Weiterhin 
wird eine 'fast-Punktfunktion' Pl(x--xq) im Punkte xq 
in der folgenden ~reise definiert~:: 

1 
pl(x--xq)  -- (7t~2) ~ exp [--(x--xq)9/~,~]; ?a <<<  vs" (38) 

Wenn man will, kann man hierbei 7 gegen Null gehen 
lassen und erh/~lt dann als Grenzfall die normierte 
exakte Punktfunktion (Diracs Delta) 

pl(x--Xa) ~ 0 fiir alle x # x a , 

i (39) 
I Pl(x--xa)dv,  = 1 . 

Aber aueh schon die durch (38) dargestellte Funktion 
wirkt gegeniiber der Feinheit der Rasterung praktiseh 
als punktf6rmig und bietet den Vorteil, wirklieh 
analytisch zu sein. Fiir die weitere Rechnung ist es 
ohne Belang, ob man sieh der Gleiehung (38) oder (39) 
bedient. Die gerasterten Q- und ~-Funktionen, ge- 
nannt Qg und ~g, sind nun definiert dureh: 

Qg(x) = "~" q(x~)px(x--x~) '  I 

~)g(X) = ~ r(xm)Pl(x--Xm). 
(40) 

Weiterhin hat man zu beachten, dass dureh die Faltung 
yon zwei auf den Gitterpunkten xm und x n des Rasters 
liegenden Punktfunktionen stets wieder eine Punkt- 
funktion entsteht, die auf einem Rastergitterpunkt 
xm+ x~ liegt. 

Pl(x--xm)Pl(x--z~)  = PX(x--xm--x~).  (41) 

Folglieh muss das Faltungsquadrat des gerasterten 
stets eine gerasterte Q-Funktion ergeben, die dasselbe 
Rastergitter besitzt; oder umgekehrt: die Faltungs- 
wurzel yon Q hat dasselbe Rastergitter wie Q selbst. 
Statt  (15) entsteht mittels (40) ein algebraisches 
Gleichungssystem : 

:~ S ta r t  einer dre idimensionalen Gauss 'schen Glocken- 
funk t ion  (38) k a n n  m a n  auch  irgendeine beliebige andere  
'Ges ta l t funkt ion '  S nehmen.  Wesent l ieh  ist allein, dass ihre 
integrale Brei te  klein ist gegeniiber einer Ras te rze l lenkan te  
u n d  ihr Volumintegra l  den W e r t  1 hat .  J e d e  derar t ige  'fast- 
P u n k t f u n k t i o n '  ha t  die Dimension 1-3. 
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q(x,n) --- . ~  r(xn)r(xn--Xrn) . (42) 
n 

W/~hlt man als ~usserste Begrenzung des Raster- 
gitters yon Q ein :Parallelepiped, dessen Kanten 
M z d  1, M 2 d  2, M a d  a parallel zu den Rastergit terkanten 
liegen (Mk ganze positive Zahlen), und verschwindet 

ausserhalb dieses Epipedes iiberall, so entstehen 
h6chstens 

(2/z-4-1 ) (2 /2  -k 1 )(2M a ~- 1 ) (43) 

derartige in r(x)  quadratische Gleichungen (42), deren 
linke Seite jeweils das Gewicht q(xm) eines Raster- 
punktes p l ( x - - x m )  der Rasterfunktion Qg(x) in (40) 
repr&sentiert. Das Parallelepiped mit den Kanten 
2Mkdk,  dessen Mittelpunkt b6i x ~-- 0 liegt, umfasst 
dann alle nicht verschwindenden q(x)-Werte. Die Zu- 
satzbedingung der Symmet r i e  lautet:  

r(xn) = -k r( 2xo- -  Xn ) . (44) 

Das Gleichungssystem (42) mit der durch (43) ge- 
gebenen Maximalzahl yon quadratischen Gleichungen 
und der Zusatzbedingung (44) lbst man am be- 
quemsten durch die Substitution: 

xn ~ xrq-Xu; xm ~ x q - k x  , (45a) 

wobei zwischen x~ und xq die  Beziehung gelten soll 

xq = 2(x~--x0) . (45b) 

x~ ist ein 'Randpunkt '  yon ~g(x), Xq ein solcher yon 
Qg(x), die Definition dieser Randpunkte  erfolgt in (47). 
x u ist wieder ein laufender, durch die Rastergitter- 
punktlagen gequantelter Vektor. Auch x ist natfirlich 
gequantelt.  Es ist dann 

X n - - X  m ~ X . r - - X q - f - ~ u - - ~  
also 

2Xo--Xn-4-x~ = x ~ - - x u + x .  

Setzt man unter Benutzung yon (44) dieses und (45a) 
in (42) ein, so folgt" 

q(xq-f-x) = -Jr- ~ r(xr-kXu) • r ( x~ -kx - - xu )  • (46) 
U 

Als Randpunkte  Xq, x r werden nun diejenigen Raster- 
punkte yon q und r definiert, fib die bei x ~-- 0 jede 
quadratische Gleichung (46) entartet  in 

q(Xq) - - -  2r-r2(xr) .  (47) 

Die anschauliche Bedeutung eines xr-Randpunktes ist 
evident" Von jedem zu x~ symmetrisch liegenden 
l~asterpunktpaar x~-kxu und x , - - x ~  verschwindet ffir 
alle x u =j= 0 immer mindestens ein r-Weft, w/~hrend 
r(Xr) selbst gerade noch existiert. 

Man erkennt hieraus, dass es fiir einen derartigen 
l~andpunkt durchaus nicht geniigt, nut  auf der Ober- 
fl~che des Rastergitters zu liegen, denn er darf dabei 
weder ein innerer Punkt  einer ebenen Oberfl/~che noch 
einer geraden Kante  sein, da sonst in jedem :Falle 
benachbarte symmetrisch liegende Rasterpunkte vor- 
handen sind, die zu der :Fl&che bezw. Kante gehSren. 

Ein derartiger Randpunkt  muss vielmehr auf dem 
Schnit tpunkt  zweier geradliniger Kanten liegen, wobei 
die Oberfl~che ausserdem konvex sein muss. :Fig. l(a) 

9 8  9 8 8 . . . . .  /. 
~:-"./ i !iii.. 7 

iiiiiii 
1 ;~;i::::'5 :::::::::::::::::::::  

• " : : : :  !ii!!i-ii~iii~:/A 2 "",;:; 
3 4  ~iiiiii.:s-.:~!~.:i-. s 

":..----~i~i~ 
2"':.'i~'!'i"'" 

- - ; , : : . , ;  
( o )  (b) 3 ,~ 

Fig. l. Zweidimensionale Rasterfunktionen. (a) ]:)as gerasterte 
~(x) mit 10 dick markierten Randpunkten und dem als 
Doppelkreis gezeichneten Symmetrie- oder Antisymmetrie- 
zentrum. (b) Das aus (a) entstehende Faltungsquadrat, die 
sogenannte Q-Funktion. Sie hat das gleiche Rastergitter 
und gleichfalls 10 l~andpunkte, deren Lagen durch (45) 
gegeben sind. Ihr Mittelpunkt, als Doppelkreis markiert, ist 
stets Symmetriezentrum und liegt bei x = 0. A, B zwei 
an der Oberfl/~che liegende l~asterpunkte, die aber keine 
Randpunkte sind. 

zeigt das zweidimensionale Beispiel eines r(x)-Raster- 
gitters mit seinen 10 dick markierten Randpunkten 
und dem Symmetriezentrum als Doppelkreis. Das 
daraus entstehende, in Fig. 1 (b) dargestellte Raster- 
gitter q(x) zeigt gleichfalls 10 Eckpunkte Xq, deren 
Lage dutch (45b) gegeben ist. Das bei x ~-- 0 liegende 
Symmetriezentrum ist wieder durch einen Doppel- 
kreis markiert.  Die Rasterpunkte A, B dagegen sind 
keine Randpunkte,  well sie innerhalb einer, allerdings 
stark aufgelockerten Randgeraden liegen. Der Vektor 
x in (46) spannt sich yon dem Randpunkt  xr bezw. 
seinem entsprechenden Randpunkt  Xq zu irgendeinem 
anderen Rasterpunkt  des Rastergitters (vergl. auch 
:Fig. 2). 

In gleicher Weise kann man nun auch das Faltungs- 
quadrat  yon q(x) bilden. Da nach (16) das Symmetrie- 
zentrum yon q bei x ---- 0 liegt, ist nun entsprechend 

2 

(45b) ein Randpunkt  yon q gegeben durch 2Xq, indem 

x2 

: .  : . .x f ,  

. 1 

"~,x 3 

Fig. 2. Ein Polygonzug der Vektorl~nge x nach Gleichung (48) 
oder (54), zugehSrig zum Randpunk t  Xq. Wenn Q(x) rechts 
yon den punkt ier t  gezeichneten Strecken xl - -Xq,  x 2 - - x  q 
nicht existiert, mtissen alle Eckpunkte  des Polygonzuges 
innerhalb des Parallelogrammes xq, x 3, x 4, Xq+X liegen, da- 
mit  die Produktsumme (48) bezw. (53) nicht  verschwindet.  
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man in (45b) x 0 = 0 setzt und start  des Randpunktes 
x~ auf der rechten Seite dieser Gleichung den Rand- 
punkt  xq der Q-:Funktion einsetzt. Also folgt ganz ent- 
spreehend (46) wegen der Zentrosymmetrie yon q um 
x = 0, wenn man dort rechts start  r nun q und links 

2 

start  q nun q einsetzt: 
2 

q(2xq+x)  = 2:  q(xq+Xu) . q(xq+X--Xu) . 
u 

:Ffir eine beliebige :Faltungspotenz mit  ganzzahligem 
positiven n gilt ganz entsprechend (19): 

n 

q(nxq-4-x) = 2:  q(xq+x~) ,  
x v  v = l  

mit der Nebenbedingung 

(48) 

. ~  x v = x . (48a) 
V = l  

Dabei treten n Vektor-Variable x 1, x ~ . . . x , . . . x n  auf, 
deren vektorielle Summe stets konstant  und durch 
(48a) gegeben ist, insgesamt also n- -1  unabhiingige 
Variable. Diese laufen unabh/~ngig voneinander fiber 
alle m6gliehen Rastergitterpunkte.  

Der durch (48a) dargestellte Polygonzug aus n Teil- 
vektoren x, zeichnet sich also dadureh aus, dass er stets 
die Gesamtvektorl~nge x hat  und alle Teilvektoren x, 
in denselben Raumhalbwinkel auf das Innere des 
Rastergitters zuweisen mfissen, damit das Gesamt- 
produkt nicht versehwindet. Das ist gleichbedeutend 
damit, dass alle Eckpunkte des Polygonzuges inner- 
halb des in Fig. 2 dargestellten Parallelogramms (ira 
dreidimensionalen Fall ist es ein Parallelepiped) liegen 
mfissen. 

Die Gleichung (48) gestattet,  in einfacher Weise mit 
hOheren Faltungspotenzen yon q zu arbeiten. Das 
Gleiehungssystem (42) mit der Maximalzahl (43) von 
Gleichungen und der Nebenbedingung (44) liisst sich 
mittels des Ansatzes (45) dann yon irgendeinem be- 
liebigen Randpunkt  xq aus 16sen: 

r(x,+x) = Vq(x,+x) 

mit 

n 

2~ 

= 4- qU~q) 2 :  cf(_N, n) + q ( n x q +  x) 
n=0 qn(xq) 

, ( 4 9 )  

x -~- m l d l + m f l ~ . + m 3 d  a, xq = 2(xr--Xo) , 

hr--lmxl + Imp[ + Imal, 

9(hr, n ) =  (--1)~-x2: . (50) 
8 = 8  

n 

Dabei bedeutet hier und im folgenden q(Xa) den Weft  
n 

i--s 

der Faltungspotenz q im Rasterpunkt  x a. ml ,  me, m a 
sind wieder ganze positive oder negative Zahlen ein- 
schliesslich Null. Reehts in Gleichung (49) steht eine 
:Faltungspotenzreihe mit  den dutch (50) gegebenen 

Koeffizienten. Je gr6sser die Zahl der Rastergitter- 
zellen ist, die zwischen dem zu berechnenden Raster- 
punkt  x~-t-x und dem Randpunkt  xq bzw. x~ Iiegen, 
umso grSsser ist N, umso sp/iter bricht also die Potenz- 
reihe ab. Die Darstellung der :Faltungswurzel durch 
das :Faltungspolynom (49) hat  eine sehr anschauliche 

n 

Bedeutung: Man bilde alle FMtungspotenzen q yon 
der nach Rasterung aus dem Experiment berechneten 
q-:Funktion, w~hle irgendeinen beliebigen ihrer gleieh- 
falls experimentell feststellbaren Randpunkte  xq und 
verschiebe alle :Faltungspolynome parallel zu sich so 
gegeneinander, dass ihre jeweiligen l~andpunkte nx~ 
aufeinander liegen. Sodann multipliziere man jede 

n 

:Faltungspotenz q mit dem :Faktor 9(N,n) /qn(x~)  
irgendeines beliebigen, aber ffir alle Potenzen kon- 
stanten Wertes h r. Addiert man nun alle die so ent- 
standenen Ortsfunktionen, so gibt ihre Summe, mul- 
tipliziert mit Vq(%) den Wert  des gesuehten r(x~+x)  
in allen Rasterpunkten, ftir die 

x = m l d l + m f l 2 + m f l a  mit Im~l+lm21+Im31=.N 

ist. Der geometrische Ort aller so erfassten Raster- 
punkte r(x~+x) bei gegebenem N ist die Oberfliiehe 
einer tetragonaIen Bipyramide, deren Mittelpunkt im 
Rand-Rasterpunkt  x~ der zu berechnenden r-Funktion 
liegt und deren drei Raumdiagonalen, parallel zu den 
Rastergit terkanten dk liegend, die L/ingen 21m~dkl 
haben. Indem man _AT variiert, kann man sodann den 
ganzen physikalischen Raum abtasten. 

In  Tabelle 1 sind einige Werte yon ~(h r, n) darge- 
stellt. Ihr  Betrag nimmt zwar mit  wachsendem 2g bei 
konstantem n monoton zu, doch konvergiert in jedem 
:Fall die Summe der ~0(N, n) fiber a l len  bei konstantem 
N, ist positiv und kleiner als 1: 

0 <  q ) ( N , n ) = 2 : ( - - 1 ) n 2  ( - -1 ) sg  1 . 
n = l  n = l  8 = n  

Zum Beweis vertauscht man die Reihenfolge der 
Summationen. Es ergibt sich: 

= 2 : . ( - - 1 )  ~ ~ (--1) = 
s = l  n = l  

= 2:  (--1) s [ (1--1)s- - I ] .  
s = l  

Es gilt also: 

2 :  ~(lv, n) = 2 :  . (51) 
n = l  s = l  

Zun/~chst sieht man aus (51), dass die Summe stets 
positiv sein muss und mit wachsendem h r monoton 
zunimmt. Dass sie dabei fiir N-+  c¢ gegen 1 konver- 
giert, beweist man auf die folgende einfache Weise: 

Es sei 

(w hg(x) = 2 :  I~(w)l • e l ( x - - w ) ;  [~(w)[ = 
W----1 
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eine eindimensionale Rasterfunktion. Ihre Transfor- 
mierte ist: 

oO 

H~(b) : ~(h~) : ~, Iw(w)l exp [- -2z i (wb)]  

~:l  = 1-- l /{1--ex p [--2zib]},  

wie man sofort mittels des binomischen Satzes nach- 
rechnen kann. Also ist 

2:  [w(w)l - -  2:  = l im H~(b) ---- 1 ,  (52) 
w=l w= l b--->O 

was zu beweisen war; fiir xV : 9 hat  die Summe bei- 
spielsweise den Wert 53381/65536 ~ 0,813 erreicht. 

Tabelle 1. Werte der Koeff iz ienten q~(N, n). 

1 2 3 4 5 6 

½ 
6 - - !  
8 8 

-I-~ - ?~ 

140 -~-~ - ~ 

1 S 8 6  1 1 5 5  154 

:Neben dem Faltungspolynom (49) kann man ebenso 
gut und in manchen F~llen vorteilhafter die folgenden 
Gleichungen zur Berechnung der eigentlichen Faltungs- 
wurzel benutzen: 

r(xr-t-x) ~- Vq-~q)w~l (w ~ ) ---- = y~(w; mk),  

mit 
3 3 

x -~ .~, mkdk; N --~ Z ,  Imkl; xq = 2(x,--xo), (53) 
k=l k=l 

wobei 

~(w; mk) ---- .~, 1"I -~-qSl(Xq-~-xl) 
(x/) ! q W ( x q )  ?(w) 

die _hr. te Potenz des yore 1. Grade homogenen 
Polynoms ~ six ! ---- x; mit der Nebenbedingung ~: s/~- w; 

! ! 
w! 

und dem Polynomialkoeffizienten ?(w) - - / / s l  ! , ist 
! 

und alle x! =4= 0 sind. 
Dabei sind die w, s! stets ganze positive Zahlen und 

die 'Teilvektoren' x! alle yon Null und untereinander 
verschieden. Die Produktsumme y~ besteht aus lauter 
voneinander verschiedenen f-Produkten aus j e w  Fak- 
toren, yon denen jeweils s!, zum Teilvektor x! geh6rige 
Faktoren den Wert  desselben Rasterpunktes haben. 
Die anschauliche Bedeutung der Gleichungen (53) er- 
gibt sich aus dem im Anhang beschriebenen Beweis- 
gang. 

In allen Gleichungen (49) bis (53) ist wieder in 
~bereinst immung mit (5) bis (7) und (21) und (22) 
das Vorzeichen der eigentlichen Faltungswurzel und 
die Lage des Randpunktes x~ im physikalischen Raum 

unbestimmt. Den allgemeinen Beweis dieser Gleich- 
ungen aber findet man im Anhang. 

V. I n n e r e  E i g e n s c h a f t e n  d e r  Q - F u n k t i o n  

Damit  von irgendeinem vorgegebenen Q(x) wirklich 
eine eigentliche Faltungswurzel existiert, muss diese 
Q-Funktion neben der ihr stets innewohnenden Zen- 
trosymmetrie bei x----0 (Gleichung (16)) auch noch 
weitere Eigenschaften aufweisen, die man sofort aus 
(49) oder (53) ableiten kann. Welchen ihrer Eckpunkte 
xqe man n~mlich zur Berechnung yon r(xre+x~) be- 
nutzen mag, stets muss das gleiche Resultat  erhalten 
werden, wenn nur 

Xre-~-~e --- Xa 

dieselbe Lage des Aufpunktes Xa liefert. Substituiert 
man bier (45b), so folgt 

Xqe-~-X e = ;ra--Xo-~-½Xqe.  (54) 

Dabei ist Xa--X o der Vektor vom Symmetriezentrum 
zum Aulpunkt  Xa, in dem r(xa) berechnet wird. In  
Fig. 3 ist schematisch der Bereich, in dem Q nicht 
verschwindet, mit  einigen seiner Randpunkte xqe 
dargestellt, die naturgem~ss nur auf konvexen Ober- 
fl~chenpartien liegen k6nnen. Gleichung (54) stellt 
Punkte auf einer linear halb so grossen Oberfl~che dar, 
die um den Vektor xa - - x  o gegeniiber der Q-Oberfl~che 
verschoben ist. Die in Fig. 3(a) dargestellten Vektoren 
x e mit ihren Randpunkten Xqe fiihren also stets auf ein 
Faltungspolynom (43) oder (53) des gleichen Wertes. 
Damit  besteht ein ausgedehntes Gleichungssystem 
zwischen den Rasterwerten q(x) der Q-Funktion. So- 
bald die verschobene halb so ldeine Oberfl~chedie 

...... ~i!~ ~-~.'2¢:.,~ 
i .~ . / "  i . ' ,;, ( B~ 

/" ,,,#, ffc 
, .,.j . t z  ? 

! ) ~ , ~  / Y  . . . _  

/ / ~  I P / / / 1 1 1 !  
p / l /  ....... , 

f 
V/X ,/' 

X~e Xqe 

(a) (b/ 

Fig. 3. Dars te l lung der Vektorgle ichung (54) ftir den zwei- 
d imensionalen Fall .  der Bereich, ausserhalb dessen 
die Q-Funkt ion  verschwindet .  - - . . -  die urn den F a k t o r  2 
linear verkleinerto u n d  u m  den Vektor  Xa--X o dagegen 
verschobene Bereichsgrenze. Xqe ein R a n d p u n k t  von - - . - -  
m i t  dem Vektor  Xe des Polygonzuges  (48) bezw. (54) (dort  
x genannt ) ,  der y o n  Xqe zum entsprechenden R a n d p u n k t  
des Bereiches . . . .  ausgespannt  ist. (a) Alle Fa l tungs-  
po lynome (Xqe, xe) haben  den gleichen, yon  Null verschiede- 
nen  W e r t  r(xa). (b) Alle Fa l tungspo lynome  (Xqe, Xe) sind 
ident isch Null. 
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Oberfl~ehe der Q-Funktion an irgend einer Stelle 
durchdringt, damit also automatisch den x : 0 - P u n k t  
nicht mehr mit enth~lt, verschwinden alle diese Poly- 
nome identisch (Fig. 3(b)). Dieses ist fiir die Polynome 
der Gesamtvektorl~nge A, B oben rechts in Fig.3(b) 
trivial, da in ihnen ja alle Teilvektoren x! in falscher 
I~ichtung liegen, notwendigerweise also zu versehwin- 
denden Produkten in (53) ffihren miissen. Fiir die 
iibrigen Polynome mit innerhalb der Q-Funktion en- 
digenden Vektoren xe stellt dieses l~ullwerden eine 
weitere bemerkenswerte Eigenschaft der Q-Funktion 
dar. 

Damit die Q-Funktion also eine eigentliche Faltungs- 
wurzel mit Symmetriezentrum hat, gelten unter Zu- 
sammenfassung dieser beiden Eigenschaften die fol- 
genden Bedingungen fiir alle beliebigen Randpunkte 
xq, x, yon q identisch in xa--Xo: 

n 

0 = 2 ~(Nr, n) q]/q~) -~-q(Xa--X°-~-½[2n-- 1]xq) 
,, qn(x~) 

n 

--q)(Ns, n) ~ -~-q(Xa--X°-~½[2n--1]xs) q~(x~) , (55) 

oder unter Benutzung yon (53): 

wobei x~, x, zwei beliebige l~andpunkte der Q-Funk- 
tion sihd mit 

3 3 

lVq = 2 :  l%k[; ~V, ---- 2 :  lusk[ 
k k 

und ausserdem die Nebenbedingung (54) erftillt sein 
muss, xa--x o aber irgend ein beliebiger Vektor sein 
k a n n .  

Diese Gleiehung (55) stellt das notwendige und hin- 
reichende Kriterium dar dafiir, dass die eigentliehe 
Faltungswurzel yon Q ein Symmetriezentrum auf- 
weist. Man ist somit grunds£tzlich in die Lage gesetzt 
zu priifen, in welchen F~llen die Anwendung des 
Faltungspolynomes (49) bezw. (53) erlaubt ist, ohne 
irgend welehe Vorkenntnisse yon der zu analysierenden 
Elektronendiehteverteilung zu besitzen. 

VI. Die ei~,entliche Faltungswurzel mit 
Antisymmetriezentrum 

Der in § I I I  dargestellte Existenzbeweis galt auch fiir 
die eigentliche Faltungswurzel mit einem bei x------xo 
liegenden Antisymmetriezentrum. Statt  (9) besteht 
dann die Symmetriebeziehung: 

~(x) = - ~ ( 2 x 0 - x ) .  (56) 

Fiir die RSntgenstrukturforschung ist dieser Fall un- 
interessant, bei Neutroneninterferenzen hingegen viel- 
leieht einmal gegeben. Da er sich leicht behandeln 
lasst, soll er kurz besprochen werden. Man hat dazu 

einfaeh in den Gleiehungen (9), (34), (44), (46), (47), 
(49), (53) und (55) alle dort vor dem @-, q- und r- 
Zeichen stehenden -~ Vorzeichen durch eine negatives 
Vorzeichen zu ersetzen, w~hrend man alle iibrigen ± 
Vorzeichen stehen l~sst. Weiterhin ist im Text hinter 
Gleichung (9) nun zu schreiben, dass R(b)exp [2~i(bxo) ] 
identisch in b imagin~r ist, falls bei x----x o ein Anti- 
symmetriezentrum liegt. 

VII. Zusammenfassung 

1. Fiir begrenzte Streudichteverteilungen @(x) mit 
Symmetrie- oder Antisymmetriezentrum ist grund- 
s~tzlich eine eindeutige Strukturanalyse ohne Zusatz- 
hypothesen allein aus den Daten der Streuintensit~t 
des Interferenzbildes ohne jede Kenntnis des unter- 
suchten Stoffes mSglieh. Der Eindeutigkeitsbeweis 
hierfiir wird in allgemeiner Form mittels des Faltungs- 
theorems der Fouriertransformation erbracht. 

2. Da es unbegrenzte Streudichteverteilungen in der 
l~atur nicht gibt, so ist das Phasenproblem fiir rein 
reelle oder rein imagin~re Streuamplituden damit 
grunds~tzlich gelSst. An sich kSnnte man aus der 
Diskussion s~mtlicher Nullstellen der Streuintensit~ts- 
verteilung das Vorzeichen der Streuamplitude dann 
auch berechnen. Dieses ist aber bei Interferenzen yon 
Kristallen aus vielen Gitterzellen praktisch nicht 
durchfiihrbar. 

3. Die vor allem bei der Analyse von Kristallen im 
Fourierraum daher unvermeidliche Unsicherheit des 
Vorzeichens der reellen bezw. imagin~ren Streuumpli- 
rude, die zu den bekannten mehr oder weniger viel- 
deutigen Auswertungsverfahren nach 'trial-and-error' 
fiihrt, wird dadureh umgangen, dass man die vom 
Polarisationsfaktor, Thomson-Faktor und anderen Kor- 
rekturfaktoren befreite experimentell gewonnene 
Streuintensit~t in ihrem gesamten Verlauf in den 
physikalischen Raum zuriicktransformiert und aus 
dieser 'Q-Funktion' (Gleichung (10)) die 'eigentliche 
Faltungswurzel' bildet (Gleiehung (22)). Bei diesem 
letzten Prozess werden automatisch alle falschen Vor- 
zeichen-Kombinationen ausgeschaltet, da sie zu r~um- 
lich unbegrenzten LSsungen fiihren. 

4. Die in @(x) quadratische Integralgleichung (15) 
mit bekannter Integralfunktion Q(x) l~isst sich dadurch 
15sen, dass man die Q-Funktion i n  eine Rasterpunkt- 
funktion iiberfiihrt (Gleichung (40)). Es entsteht da- 
dureh ein quadratisches Gleichungssystem (42) fiir die 
Werte der mit der gleichen Rasterung gerasterten 
@-Verteilung (Gleichung .(40)). Dieses Gleichungs- 
system l~isst sich in einfacher und eindeutiger Weise 
in ein Faltungspolynom der gerasterten Q-Funktion 
iiberfiihren (Gleichung (49)), das die Rasterfunktion 
der gesuchten @-Verteilung darstellt und von einem 
beliebigen Rasterrandpunkt yon Q aus entwickelt 
werden kann. 

5. Zur bequemen analytischen Darstellung werden 
hierzu Faltungspotenzen und die eigentliche Faltungs- 
wurzel definiert und eingefiihrt. Sie stellen eine Er- 
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weiterung des aus der Theorie der Laplace- und 
Fouriertransformation bekannten Faltungsproduktes 
dar (Gleichung (12)). 

6. Innere Eigenschaften der Q-Funktion werden in 
Form von Faltungspolynomen aufgestellt. Sie liefern 
das hinreichende und notwendige Kriterium dafiir 
(Gleichung (55)), wann fiir eine beliebig vorgegebene 
begrenzte Q-Funktion eine gleichfalls begrenzte Fal- 
tungswurzel mit Symmetriezentrum, bzw. Antisym- 
metriezentrum, und wann iiberhaupt keine derartige 
LSsung vorliegt. Im Falle einer LSsbarkeit spricht man 
yon eincr 'cigcntlichcn Faltungswurzel' der Q-Funk- 
tion und bestimmt durch sie das gesuchte p(x) mit 
beliebiger Genauigkeit bis auf sein Vorzeichen und 
die drei Freiheitsgrade einer Parallelverschiebung um 
den Vektor x'. 

7. Die als Faltungspolynom dargestellte eigentliche 
Faltungswurzel der Q-Funktion konvergiert auch bei 
beliebig feiner Rasterung. Der Konvergenzbeweis fiir 
gegen Null strebende Rastergitterkonstanten wird im 
Fourierraum durchgefiihrt und zeigt, dass dann die 
eigentliche Faltungswurzel identisch gleich ± ~(x--x ' )  
ist (Gleichung (80)). 

8. Nur bei oberfl~chlicher Betrachtung erscheint es 
paradox, dass allein die Kenntnis des Amplituden- 
Betrages ohne Kenntnis des Amplituden-Vorzeichens 
bei Elektronenverteilungen mit Symmetrie- bezw. 
Antisymmetriezentrum dazu ausreicht, eine Struktur 
eindeutig zu bestimmen. Durch das Faltungspolynom 
der Gleichung (49) oder (53) werden vielmehr alle 
falschen Vorzeichen-Kombinationen automatisch aus- 
geschaltet, da sie zu unbegrenzten Q-Verteilungen 
fiihren. Darum versagt das Verfahren notwendiger- 
weise bei unendlich ausgedehfiten StreukSrpern, ganz 
abgesehen davon, dass deren Q-Funktion keine Rand- 
werte hat. 

9. Das Verfahren nach Faltungspolynomen arbeitet 
hypothesenfrei fiir beliebige StreukSrper und gestattet 
darum, angewandt auf Kristalle, auch die eindeutige 
Analysierung von Q-Funktionen, die neben Inseln 
hohen Gewichtes solche geringsten Gewichtes auf- 
weisen, wobei diese Inseln unbeschadet zu diffusen 
Inselgruppen zusammenfliessen diirfen. 

10. Die Q-Funktion des unendlich grossen Kristalls, 
allgemein bekannt als Patterson-Funktion, stellt einen 
entarteten Sonderfall des hier dargestellten allge- 
meinen Problems dar. Sie spielt in der praktischen 
Kristallstrukturanalyse bekanntlich deshalb eine grosse 
Rolle, weil man zu ihrer Berechnung nur der Kenntnis 
der Integralintensit~ten der einzelnen Reflexe bedarf 
und weil daher eine harmonische Fourierstruktur- 
analyse ausreicht. Nur in diesem entarteten, in der 
vorliegenden Untersuchung nicht diskutierten Sonder- 
fall treten die bekannten Mehrdeutigkeiten homo- 
metrischer und zyklometrischer L6sungen auf. 

11. Aber auch gewisse 'Punkturstrukturen'  stellen 
einen entarteten Sonderfall dar, der sich im Gegensatz 
zu dem eben genannten Entartungsfall in vielen F~llen 
bekanntlich leichter als der allgemeine Fall analysieren 

l~sst. Es widerspricht dem Ergebnis der hier dar- 
gelegten allgemeinen Theorie darum keinesfalls, wenn 
im Fall dieser besonderen Entartung eindeutige Struk- 
turanalysen auch beim Fehlen eines Symmetrie- 
zentrums und bei unbegrenzten StreukSrpern gelegent- 
lich mSglich sind. 

12. Die Beschr~nkung der hier dargelegten Theorie 
auf begrenzte StreukSrper stellt physikalisch keine 
Einschr~nkung dar und erSffnet zun~chst rein grund- 
s~ttzlich die MSglichkeit einer rein mechanischen Aus- 
wertung ohne willkiirliche Interpretationsversuche 
oder zus~tzliche Modellvorstellung. Sie verlangt aber 
eine ausreichende Zeichensch~rfe und Monochromasie 
der benutzten Streuanordnung und eine exakte Fourier- 
transformation nichtharmonischer dreidimensionalcr 
Ortsfunktionen. 

13. Die dargelegte Theorie bietet den Vorteil auch 
Haufwerke mit Streudichten beiderlei Vorzeichens 
eindeutig zu analysieren, sofern sie nur ein Symmetrie- 
oder Antisymmetriezentrum haben. Dieses ist vielleicht 
im Hinblick auf Neutroneninterferenzen bedeutungs- 
roll. 

14. Die Beschr~nkung der dargelegten Theorie auf 
Interferenzeffekte begrenzter Streudichte-Verteilungen 
l~sst erwarten, dass ihre Anwendung vor allem auf 
parakristalline Strukturen gewisse Aussichten bietet. 

Herrn Prof. M. v. Laue danken wir fiir sein stetiges 
Interesse an dieser Untersuchung. Der eine von uns 
ist der AEG-Fabrikenleitung in Berlin, der andere der 
deutschen Forschungsgemeinschaft und der Universi- 
tKt yon Calcutta fiir ihr f6rderndes Interesse ver- 
bunden. 

A N H A N G  I 

Beweis der Gleichungen (49) bis (55) 

Die Richtigkeit der Gleichungen (49) bis (55) beweist 
man etwa auf die folgende Weise: Zun~chst ordnet 
man jede Faltungspotenz (48) und (49) in eine Potenz- 
reihe nach wachsenden qP(xq) und beachtet, dass jeder 

vor omm  al o 
t k 

derartige 
fiir x ~ 0" \P/ 

n 

q(nxq+x) = ~Y flP(Xq) ~Y I I q ( x q + x l ) .  (57) 
p=o z 11=1 

Fiir x = 0 aber folgt aus (48) in trivialer Weise: 
n 

q(nxq) = qn(zq). (57a) 

Die in (57) hinter jeder Potenz qP auftretende Produkt- 
summe umfasst alle m6glichen Permutationen yon 
Teilvektoren z I (dies soil der Index x! unter dem 
27-Zeichen kennzeichnen) mit der konstanten Vektor- 
summe . S x / =  x, unterscheidet sich aber yon der in 
(48) dargestellten Produktsumme dadurch, dass alle 
xt yon Null verschieden sind. Ansehaulich bedeutet 
dies, dass der in Fig. 2 dargestellte x/-Polygonzug 
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stets vom Randpunkt  xq zum Rastergit terpunkt xq+x 
ausgespannt und aus n - - p  Teilvektoren x! ('Teil- 
sehritten') zusammengesetzt ist. Fasst man nun alle 
gleichen Teilvektoren x!, deren Zahl s! sein mSge, 
jeweils zusammen und ordnet diese nach irgendeinem 
Schema innerhalb jeden f-Produktes, so treten dabei 
jewefls 

(n--p) ! 
:¢(f) - //~1! (58) 

gleiehe Kombinationen yon x t auf. Man erhglt dann" 
n 

i - s  

qn(xq) p=0 9(n- -p ;  m,, rag, m3) (59) 

mit  
qv(xq+x!) 

Z (60) 
(x]) 

wobei die Nebenbedingungen lauten: 

2:s!  --  n - -p ;  2:81x ! ---- x; alle x! ~= 0 .  (61) 
l ! 

Im Gegensatz zur Produktsumme (57) ist in der 
Produktsumme (60) jede x!-Kombination eine andere. 
Dieses soll durch den eingeldammerten Index x! unter 
dem Z-Zeichen gekennzeichnet sein. Der letzte Sum- 
mant  p -~ n- -1  in (59) lautet z.B. stets: 

9(1; mk) = q(xq+x)/q(xq), (62) 

der erste Summant  p ---- 0 aber, falls n -- N ist: 

9(N; ink) = ~ s,=, Imkl* " 

ein eindimensionales Rastergitter m~ = m a = 0 
ist z.B. : 

9(4; 6 , 0 , 0 ) -  4! [ 1 qa(xq) ~ qa(xq+d*)q(xq+3d*) + 

+ ~ q2(xq+da)q~(xq+2dl) . 

Denn es gibt keine andere Kombinationsm6gliehkeit, 
in n- -p- - - -4  yon Null verschiedenen Teflsehritten 
m 1 = 6 Rastergittereinheiten d 1 zuriiekzulegen. Setzt 
man nun (57) und (60) in (49) ein, so l~sst sich das 
Faltungspolynom folgendermassen anschreiben: 

r(x,+x) = ql/~q) ~ '  2: 9 ( n - p ;  ink) ~0(N, n). (64) 
.n=0 p=0 

Da 

(;) (:) = n - - p  = mit n - - p = w _ ~ l ,  

so folgt hieraus, 

~(~.+~) = t ~ )  2: 2~ 9(w; ~ )  ~(2v. ~) . 
n=0 w----1 

Vertauscht man hier die Reihenfolge der Summationen 
(Fig. 4), so folgt: 

/7 ) 

F ig .  4. Z u r  V e r t a u s c h l m g  d e r  S u m m a t i o n s r e i ] a e n f o l g e  in  (65). 

27 

r(xr-t-x) = qV~q) .~, 9(w; mk)z(w) 
W=l 

mit (65) 
27 n 

Der ni~ehste Sehritt der Beweisfiihrung besteht 
darin, in (49) die Identi t~ten (42) und (47) einmffiil~en 
(vgl. aueh (19)). Ist  zur Vereinfaehung % = 0, so 
folgt : ~ 

• 27 r ( 2 n , . + , )  
r(x~+x) ---- r(x~) 2: 9(N,  n) (66) 

n=o r2n(X.) 

~ i r  jedes Fal tungsquadrat  ergibt sich nach Sortieren 
der Potenzen yon rP(x,) ganz analog (57) bis (61), 
wobei 90 ein Po lynom (60) yon r i s t :  

2n 

r2n(xr) ~=0 9o(2n--p; mk). 

Dieses wird ganz analog (64) in (66) eingesetzt: 

r(x ,+x)  --- r(x,) 2: ~ 9o(2n--p; mk) (p(N, n) . 
n=O p~O 

2n- -p  ist auch hier wieder die Zahl der yon Null ver- 
schiedenen Teilvektoren, die in jedem Fall kleiner 
gleich N sein muss, da sonst riickli~ufige Teilschritte 
auftreten, die das Produkt  verschwinden lassen: 

1 ~_ 2n- -p  ---- v < (N bezw. 2n) .  
Also ist: 

r(xr+x) = r(xr) 2: 2: 90(v; mk) ~(N, n ) .  (67) 
n=0 v=l  

Nun ist entsprechend (62) ffir v ---- 1" 

r ( z .+z )  
9o(1 ; m k )  - -  - -  r(x.) 

Ffir v > 1 weist 90 stets mehrere Faktoren r(xr+xl) 
mit x! :4:0 auf. Die Gleichung (67) s t immt also dann 
und nut  dann, wenn die folgenden :Nebenbedingungen 
erfiillt sind: 

2: 9(N, n ) - -  (68) 
n~,13 0 ftir v >  1 .  

Wenn es gelingt, diese Funktionalgleichungen naeh den 
unbekannten Koeffizienten 9(N, n) allgemein auf- 
zulSsen, ist damit die Richtigkeit des Ansatzes (49) 
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bewiesen. Zweckm/issig ft ihrt  man  dazu die folgende 
Ident i t i i t  ein: 

( : ) ( : ) ( _ 1 ) ~ = {  (--1) w fiir w ~ 8  (69) 
~=w 0 fiir w < 8.  

Diese wendet  man auf die gleichfalls unbekannten  
Koeffizienten Z(w) yon (65) an: 

Z(w) = Z Z(s)(-- 1)3 Z (--  1)n. (70) 
8 ~ W  n ~ W  

Diese Gleichung ist wegen (69) und ( - - 1 ) 2 ~ =  1 ja 
gleichfalls eine Iden t i t a t .  Ver tauscht  man  in ihr die 
Reihenfolge der Summat ionen  (Fig. 5), so erhal t  man:  

I! × . .  , , w . . q .  

Fig. 5. Zur Vertauschung der Summationsreihenfolge in (70). 

Z(w) = 2 (--1) n 27 (--1) 'Z(s) .  
n = W  8 ~ n  

Der Vergleich mit  (65) fi ihrt  auf die Umkehrgleichung 
yon (65): 

~(N, n / =  (- l /n 2: (-l/~z(s/. (71/ 
8 ~ n  

Speziell ist stets 
~(N, N / =  z(N).  

Setzt  man  (71) in die Funkt ionalgleiehung (68) ein, 
so ergibt  sieh 

s (_ l ) ,x(s ) .  27 ( - 1 )  2: n 
n>vl? s=n \ J 

Vertauscht  man  aueh hier die Reihenfolge der Sum- 
mat ionen  (Fig. 6), so erh~lt man  die Funkt ional-  
gleichung ffir g(s): 

,2. . . . . .  .N. 
n ) 

Fig. 6. Zur Vertauschung der Summationsreihenfolge in (63). 

mit  

/ 1 fiir v = l  
v~ Z(S)(__l),y,o(V,S)~ i s~_vl2 0 f i i r  v > 1 

Zo(V,S)= Z ( - I F .  
n>v/2 

(72) 

Hieraus nun  1/~sst sich g(s) leicht ausrechnen. Es ist 
~.B.: 

Xo(1,1) - -  - -2  ; Zo(1, s ) = 0  fiir s >  1 .  

Also ergibt sich aus allen Funktionalgleiehungen (72) 
mi t  v = 1 

g(1) = ½. 

In  gleicher Weise erkennt  man,  dass 

Z o ( 2 , 1 ) = - - l ;  Zo(2,2)-----4; Zo(2, s ) - - 0  fiir s > 2 .  

Also folgt ffir alle Funkt ionalgleichungen (72) mit  
v ~ 2 :  

g(1)+4Z(2)-----0, d.h. g ( 2 ) : - - ~ .  

Oder es ist 

Zo(3,1) = 0; Zo(3,2) = 4; Zo(3,3) ----- - -8 ;  
Zo(3, s ) : 0  fiir s > 3 .  

Alle Funkt ionalgleiehungen mit  v = 3 sind somit  
identisch erfiillt, wenn 

g(3) =--½Z(2),  d.h. X(3)= ~ .  

Reehnet  man  in gleieher Weise fiir v = 4, 5, 6 , . . .  
welter, so erh/ilt man  das einfache Ergebnis:  

Unter  Benutzung yon (71) finder man so die in (50) 
angegebene Gleiehung ftir die gesuehten Koeffizienten 
~(N, n): 

~(2/, n) = (--1)n27 (--1)" 
3 ~ n  

= (--1) n-127 , (74) 

was zu beweisen war. Gleichzeitig ist dami t  i iberhaupt  
die Richtigkeit  des Ansatzes (49) bewiesen. Setzt  
man  schliesslich (73) in (65) ein, so ist dami t  auch 
die Richtigkeit  von (53) bewiesen. 

A N H A N G  II  

Identitiitsbeweis fiir den Grenzfall unendlich 
feiner Rasterung 

Wenn man  die in (40) vorgenommene Rasterung der 
Q-Funkt ion immer  feiner mach t  derart ,  dass die 
Zellenkanten dk in (35) dem Betrage nac~ kleiner wer- 
den als jede vorgegebene beliebig kleine Zahl, so ent- 
a r te t  die Ras te r funkt ion  Q bzw. Qg wieder in die 
ursprfingliehe Q-Funkt ion und Q-Verteilung. Dies er- 
kennt  man  am besten an der Fourier t ransformier ten 
yon Qg. Da letzteres entsprechend (16) bei x = 0 ein 
Symmetr iezen t rum hat ,  so ergibt sich hierfiir: 

lim ~(Qg) : l i m  27 q(xm) cos 2 ~ ( b x m ) : ~ ( Q ) :  IRIs. (75) 
d b - + 0  dk---~ 0 m 

In  diesem Grenzfall unendlich fein~r Ras terung stellt  
Gleichung (49) nichts anderes als eine Ident i t~ t  dar. 
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Dies soll i m  folgenden bewiesen werden, woraus sich 
dann auch aufs Neue die Richtigkeit yon (53) ergibt: 

Nach dem Faltungstheorem (11) und den Defini- 
tionsgleichungen (7) und (10) ist 

n 

:Nach dem Verschiebungssatz (shift theorem) der 
Fouriertransformation ist ferner entsprechend (5) 
und (6) 

~(Q(n%+x))  = [RI 2n exp [2~rin(b%)] 
= (]R] 2 exp [27d(bxq)]) n (76) 

und 
~(e(x~+x)) = IR] exp [27d(bxr)]. 

Folglich lautet (49) im Fourierraum bei geniigend 
feiner Rasterung. 

R exp [+27d(bx~)] 

- { = 4- qg~-~q) 2~ ~(N, n) + IRIS" exp [+2~i(b%)]~ n -J " 

Dabei gilt das positive (negative) Vorzeiehen in der 
gesehweiften Klammer fiir ~-Verteilungen mit Sym- 
metriezentrum (Antimetriezentrum). Setzt man hier 
nun (74) ein, und vertauseht wieder die Reihenfolge 
der Summationen, so ergibt sieh 

R exp [+2~ri(bxr)] = 4- qVq--~q) × 
- 4-1RI  exp / 
~=: .=: ~(© ~ \n/(-~ )"" 

(77) 

Unter Benutzung des binomischen Satzes liisst sieh 
die letzte Summe umformen. Es folgt dann" 

R exp [+2zd(bx~)] = -4-Vq(%) × 

,v (~){[  ± 'R l~exp  [-i-2~ri(bxq)]Js--1} (78) 
, 2 ( - - 1 ) *  1-- • . 

Mit zunehmender Feinheit der Rasterung wird bei 
konstantem x entspreehend (50) N immer gr6sser. 
Mit N-~  oo kann man auch ftir die erste Summe den 
binomischen Satz anwenden und erh~lt dann aus (78) 
unter Beriieksiehtigung yon (52)" 

R exp [+27d(bxr)] 

= ± q(Yq-~q)q){Wl-[1 - 4-'R'~expq(~[+2~ri(bxq)]lj} 

= 4- V+ IRI 2 exp [+2zd(b%)] . (79) 

Liegt das Symmetriezentrum (Antisymmetriezentrum) 
bei x ---- x 0, so ist entsprechend (9): 

R exp [27d(bxo) ] 

_ ~  4-IRI ffir x 0 Symmetriezentrum 
- -  ~ =y ilR I Iiir x o Antisymmetr iezentrum. 

Substituiert man auf der rechten Seite yon (79) weiter- 
hin (45b), so folgt schliesslich 

]R] exp [+2~d(b, x~--x0) ] = & IR] exp [+2~ri(b, x~--x0) ] 

b z w .  

iIRI exp (+2zd(b, xr--Xo)] 
----- 4-ilRl exp [+2:rd(b, xr--x0) ] . (80) 

Bis auf das Vorzeichen erh~lt man also sowohl fiir den 
Fall eines Symmetriezentrums als auch fiir den Fall 
eines Antisymmetriezentrums eine Identit~t,  was zu 
beweisen war. Es ist damit  bewiesen, dass das Fal- 
tungspolynom (49) bzw. (53) aueh bei sehr feiner 
Rasterung und beliebig hohen Faltungspotenzen kon- 
vergiert. 

Im praktischen Fall wird man die Rasterung der 
Q-Funktion nur so fein machen, dass die experimentell 
gewonnenen Feinheiten in Q noch gerade mit  ge- 
ntigender Genauigkeit wiedergegeben werden. In ~Lhn- 
licher Weise mag bei der Bildreproduktion mittels 
eines Offsetdruckes ein 0bjekt ,  das etwa eine Wolken- 
landschaft darstellt, durch eine vorgegebene Zellen- 
gr5sse des Rastergitters durchaus formgetreu dar- 
stellbar sein, wiihrend man zur Vervielf~ltigung etwa 
eines sehr feinen Schrfftsatzes einer welt kleineren 
Rasterung bedarf. Die in der Natur  vorkommenden 
Elektronendichteverteilungen gleichen nach unseren 
heutigen Kenntnissen weit mehr derartigen Wolken- 
gebilden, so dass eine Rasterkantenl~nge von etwa 
0,1/~ bis 0,01 _A in den meisten F~llen vSllig geniigen 
wird. Der Grenzfall beliebig feiner Rasterung ist des- 
halb zumindest ftir die RSntgenstrukturanalyse ohne 
praktische Bedeutung. 
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